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Algebra [II. Examen II

Ejercicio 1. Calcular el nimero de polinomios monicos irreducibles de grado menor
o igual que 3 en Fj[z].

Ejercicio 2. ;Cuéantos subcuerpos tiene Fo547

Ejercicio 3. Sea a un elemento primitivo de Fg;, exprese los subcuerpos de Fg; en
funcién de a.
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Solucion.

Ejercicio 1. Calcular el nimero de polinomios moénicos irreducibles de grado menor
o igual que 3 en Fjx].

Calculamos el nimero de polinomios ménicos irreducibles de grados 1, 2 y 3 en F5:

Polinomios de grado 1. Los tnicos polinomios ménicos de grado 1 en Fx[z] son:
x x—1 x—2 x—3 x—4 r—95
y todos ellos son irreducibles. Vemos que hay 5.

Polinomios de grado 2. Sabemos por lo visto en teoria que todos los polinomios
moénicos irreducibles de grado 2 de Fs[x] han de ser divisores del polinomio:
¥ — 1= 2% — 1 € Fslz]
Ademas, los tnicos divisores de este polinomio son los polinomios mdnicos
irreducibles en Fs[z] de grados 1y 2 (divisores de 2). As:

= Tenemos que todos los polinomios ménicos irreducibles de grado 1 dividen
a 2% — x, y habia 5 de estos, por lo que la factorizaciéon de 22° — x ya ha

alcanzado grado 5.

= Tenemos por tanto que sumar 20 grados al producto para alcanzar grado
25 con polinomios de grado 2, es decir, tenemos que anadir 20/2 = 10
polinomios ménicos irreducibles de grado 2 en Fs[x], por lo que solo hay
10 polinomios irreducibles ménicos de grado 2 en Fj[z].

Polinomios de grado 3. De forma analoga al apartado anterior, sabemos que la

factorizacién de:

2 — 1= 2" — 1 € Fsz]

nos da todos los polinomios ménicos irreducibles en F;[z] de grados 1 y 3
(divisores de 3), por lo que:

= Hay 5 de grado 1.

= Debemos sumar hasta grado 125, nos faltan 120 grados, por lo que debe
haber 120/3 = 40 polinomios ménicos irreducibles de grado 3 en Fj|x].

En total, tenemos:
5+ 10440 =55

polinomios ménicos irreducibles de grado menor o igual que 3 en Fs[z].

Ejercicio 2. ;Cuantos subcuerpos tiene Fo547

Vemos que Fo56 = Fas, con lo que tenemos que Fy < Fos6 v ademds esta extension
es de Galois, por ser una extension de cuerpo finitos. Sabemos ademas que:

Aut(IF256) = [F256 . ]FQ] = [FQG . ]FQ] =6
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Por lo que Aut(Fas56) es un grupo ciclico' de orden 6. Sabemos que los grupos ciclicos
tienen un unico subgrupo por cada divisor del orden del grupo, por lo que Aut([Fys56)
tiene:

[Div(6)] = [{1,2,3.6}| = 4

subgrupos. La conexién de Galois nos dice que Subgr(Aut(Fas6)) esté en correspon-
dencia biyectiva con Subex(IFy < Fas6), por lo que Fas6 tiene 4 subcuerpos.

Més atn, los subgrupos de Aut(Fas6) tienen ordenes 1, 2, 3 y 6, por lo que los
respectivos subcuerpos de Fys6 tendran grados (usando la conexién de Galois) 6, 3,
2 y 1 sobre [y, con lo que en definitiva estos son isomorfos de forma respectiva a:

]F256 ) ]FB ) F4 3 ]FQ

Ejercicio 3. Sea a un elemento primitivo de Fg;, exprese los subcuerpos de Fg; en
funcion de a.

Tenemos por tanto que (a) = Fg;, por lo que a tiene orden 80. Vemos que 81 = 3%,
por lo que la extensién F3 < Fg; es de grado 4. Asi, vemos que en caso de haber
subextensiones no triviales de F3 < Fg; esta ha de tener grado 2 sobre F3, luego
tiene que ser isomorfa a Fy:

F3 < Fy < Fgy

Vemos que Fy es un grupo de orden 8, que ha de ser ciclico, luego generado por un
elemento de orden 8. Buscamos un elemento de orden 8 en Fg;, que es por ejemplo
a'’. Vemos claramente que:

F3 < F3(a'’) < Fs(a)

con F3(a'®) = Fy.

IEsto lo sabemos por ser Fasg un cuerpo finito.
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